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INTRODUÇM 
O propósito desta dissertação é fazer um estudo da dualida 
de entre os espaços HP de Hardy e os espaços de Lipschitz. Estamos 
particularmente interessados numa exposição detalhada desta teoria 
para valores pequenos de p, ·COmo por exemplo p :::_ 1/2 na reta,, que 
encontra-se enunciada em di versos trabalhos como [2] e [6] , mas as 
demonstrações são omitidas ou apenas são feitas algumas indicações. 
No capítulo I apresentamos os resultados básicos que usa-
mos no desenvolvimento do trabalho. Deixamos de fazer as demonstra-
ções, mas elas podem ser encontradas nas respectivas referências. 
No capítu1o II introduzimos a noção de espaços de tipo ho-
rnogeneo e definimos a classe ~a de funções de Lipschitz sobre estes 
espaços. Usando a noção de átomo introduzida em [2] definimos os es 
paços H:r de Hardy corno um subespaço do dual de .r.a e caracterizamos o 
dual de aP corno certos espaços de Lipschitz. Os espaços de tipo horno 
gêneo é um dos contextos roais gerais para a teoria dos espaços de 
Hardy que foi desenvolvida em [4] e [9] • Entretanto esta teoria não in-
clui, por exemplo, o caso de HP na reta com p < 1/2, devido ao fato 
da noção de polinômio não ter sentido nos espaços de tipo homogêneo. 
Por esta razao estudamos no capítulo _III os espaços de·Hardy sobre.o 
n 
espaço R • 
No capítulo III introduzimos a n~çao de espaços de Lipschitz 
"Integrais 11 e definimos os espaços Hp sobre Rn usando, como no capí-
tulo II, a noção de átomo definida em [21. A demonstração que damos 
da dualidade entre Hp e certos espaços de Lipschitz não está desen-
volvida na literatura sobre o assunto. Salientamos ainda que pelos ~e­
sul tados contidos em [2] e [8} 1 esta teoria sobre os espaços HP coin 
cide com a teoria Clássica para todo p tal que O< p < 1, ver [11]. 
Dedicamos o capítulo IV à uma demonstração elementar da e-
qui valência entre os espaços de Lipschi tz "Integrais" e os espaços 
de Lipschitz clássicos. A prova que apresentamos é urna adaptação pa-
ra o caso do espaço Rn daquela feita em [lO] e simplifica muito a 
oi"igina.l publicada em [12] • 
CAPÍTULO I 
NOÇÕES PRELIMINARES 
Neste capitulo daremos uma série de definições, teoremas e 
propriedades que usaremos nos demais capítulos. Não faremos aqui n~ 
nhuma demonstração pois elas podem ser encontradas nas respectivas ~ 
ferências. 
1.1 - NOÇÕES GERAIS SOBRE Rn. 
n Chamaremos de espaço R ao conjunto de todas as n-uplas or 
denadas (x1 ,x2 , ... ,xn) de números reai~. Tornaremos em Rn a norma 




e a distância definida a partir desta norma 
por d(xry) = Jx-y[, que é chamada distância euclidiana usual. 
Dado r > O e x n pertencente a R a bola de centro x e raio 
r, que denotaremos por B{x,r), é definida como o conjunto de todos 
os pontos de Rn cuja distância ao ponto x é inferior a r. 
Por um multi-indice a de ordem k, entenderemos uma k-upla 
(a1 ,a2 , .•. ,ak) de números inteiros não negativos. A soma de dois mul 
ti-índices de ordem k, a é 
A norma de um multi-Índice a de ordem k é dada por 
la! = ~~=l ai. Dado um elemento x de Rn e um multi-índice a de ordem 





Indicaremos por m(E) a medida de Lebesgue do conjunto rnen-
surãvel E contido em 
JE f (x) dm(x) • 
Rn e usaremos a notação JE f(x)dx ao invés 
Dada urna bola B = B(x,r) de centro x pertencente a 
raio r > O, a medida de Lebesgue de B é dada por (ver [S.J) 
(1.1) m(B) 
n 
= w •r 
n 






o teorema seguinte (ver [15] pag. 5) é conhecido .como o 
teorema de derivação de Lebesgue. 
TEOREMA 1.1 - Se f e uma função definida e localmente inte 
grável sobre Rn, então 
lim 
r+ O 
m(B(x,r))-1 J f(y)dy = 
B(x,r) 
f(x) 
para quase todo x. 
1.2- TEORIA DA MEDIDA E INTEGRAÇÃO (ver [14]) 
Se X é um conjunto, e A está contido em X, denotal-emos po-r 
-A o complementar de A em relação a X e por 0 o conjun~o vazio. Des29 
naremos por P(X) o conjunto de todos os subconjuntos de X. 
se~ é um subconjunto de P(X), dizemos que~ é uma, cr-álge-
bra sobre X se ~ f~ e se: 
( 1. 2) 
(1. 3) 
A E~ implica 
A E IR , n E N, 
n··. 
Ã E tR 
implica u 
n=l 
A E tR , 
n 
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Um espaço mensurável é um par (X, IR) , onde x· é um conjunto 
e IR é uma a-álgebra sobre X. Os elementos de tR são denominados con~ 
juntos mensuráveis~ 
Seja (X,~) um espaço mensurável e f uma função definida em 
X e com valores em R= R U {-ro, +co}. Dizemos que f é uma função 
-1 
mensurável se, e somente se, f. ([.-"' '·a]) pertence a tR , para todo a 
real. 
Dizemos que ~ é uma medida sobre o espaço mensurável (X,~) 
se~ é uma aplicação de IR em [O,co] tal que: 
(1.4) 
(1. 5) An E IR, n E N, ~n disJuntos dois a dois entre si, implica 
Se~ é uma medida sobre (X,~), dizemos que a terna (X,IR,~) 
é um espaço de medida. Se A pertence a tR, então ~{A) chama-se medi-
da de A. 
Dizemos que urra· medida 11 sobre um espaço mensurável (X,tR) é 
o-finita se X é a união de uma coleção enumerável de conjuntos mensu 
ráveis A. pertencentes a~ tal que p(A.) seja finita. 
1 1 
4 
Dizemos que uma propriedade P de pontos de um conjunto men 
surável A vale quase sempre ou para quase· todo x se os pontos de A 
para os quais P é falsa estiver contido num conjunto de medida nula. 
Dados duas funções f,g def~nidas em um conjunto mensurável 
A e com valores em R, dizemos que elas são iguais quase sempre se o 
conjunto {x E A I f(x) ~ g(x)} tem medida nula. 
Se A é um subconjunto de X, denotaremos pLC XA a função ca 
racteristica de A (em relação~ X), que vale 1 se x pertence a A, e 
vale O se x pertence ~ A. 
Dizemos que uma função mensurável f é localmente integrá-
vel se JB lf(x)l~~(x) e finita, para toda bola B. 
Seja A um subconjunto aberta· de X. Chama-se suporte de uma 
função f definida em A ao rrenor conjnnto fechado (relativarrente a A) que a:mtém o 
conjunto de todos os x pertencentes a A tal que f{x} ~O. 
l. 3 - ESPAÇOS NORMADOS E ESPAÇOS Lp (X) • (ver [14] ) 
Dado um espaço vetorial E sobre um corpo K(que será sempre 
R ou C), uma norma sobre E é uma aplicação que associa a cada x em E 
um número real não negativo li x]] ~ chamado. norma de x, com as se-
guintes propriedades: 
(1. 6) llx+yll < llxll + li Yll ,quaisquer que sejam x, -y 3m E 
(1. 7) 11 À· x li = I À I li x li , qualquer que seja x em E e À em K 
(1. 8) 11 X li =O se, e sómente se, x =O. 
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Um espaço vetorial munido de um~ norma é denominado espaço 
vetorial normado. Num espaço normado, a função d(x,y) = !fx-y I! e 
uma distância, e consideramos sempre o espaço normado munido desta 
distância e da topologia a ela associada. Assim todo espaço normado 
e um espaço métrico. 
Um espaço métrico M é completo quando toda sequência de 
Cauchy em M é convérgente. 
Chama-se espaço de Banach um espaço vetorial norrnado e com 
Um espaço vetorial E munido de uma topologia X chama-se um 
espaço vetorial topológico se a adição é uma função contínua de E x E 
em E e a multiplicação por escalar e uma função contínua de R x E em E. 
Seja 1 < p < oo e (X,&Z,]J) um espaço de medida. Chamamos de 
LP(X,]J) ao conjunto de todas as funções f mensuráveis sobre X e com 
suporte contido em X tal que fx!f(x) lpd~{x) seja finita, consideran-
do duas funções em Lp{X,~) como equivalentes se elas são iguais qu~ 
se sempre. A norma de uma função f em LP(X,~) é definida por: 
(l. 9) 
00 
Definimos L (X,~) como o espaço de todas as funções rnensu-
ráveis sobre X e com suporte contido em X tal que existe C real sa-
tisfazendo !f{x) 1 < c quase sempre, onde identificamos duas funções 
em L~{X,~) se elas sao iguais quase-sempre. O ínfimo de tais C é de-
notado por 11 f))co e e chamado supremo essencial de f, também denota-
do por 
6 
Sup ess I f(x) I· Salientamos que ll·lloo é rnna n:n:rna em L00 (X,p). 
x E X 
Agora podemos enunciar o teorema de Riesz-Fischer que garan 
te que os espaços Lp(X,p) são completos. 
TEOREMA 1.2 - Se 1 < p < oo , os espaços Lp(~,~l sao espa-
ços de Banach. 
Sejam p e q tais que 1 ~ p ~ oo, 1 ~ q ~ oo e 1/p + 1/q=l. 
Se f pertence a LP(X,ll-) e g pertence a Lq(X,p), então f•g pertenCe a 
1 L (X,p) e vale a chamada desigualdade de HÜlder: 
( 1.10) 
Notemos que se p(X) é finita e p e q sao taiS que 
1 < p < q < ~ 1 então aplicando a desigualdade de HÕlder temos 
(l.ll) 
Dados f e g pertencentes a LP (X, p) , 1 < p 2._ co , temos a d~ 
sigualdade triangular das normas 11·11 p' conhecida por desigualdade de 
Minkowski e dada por: 
(1.12) 11 f+gll p < 11 fi I + p llgll p 
Sejam E, F espaços vetoriais sobre um corpo K. Uma aplica-
7 
çao T de em E em F diz-se linear se: 
( 1.13) T(Ãx+y) = ÀT(x) + T(y), 
quaisquer que sejam x,y em E e À em K. Se F é igual ao corpo K dize-
mos que a aplicação T é um funcional linear sobre o corpo K. 
Consideremos agora E, F espaços vetoriais normados sobre um 
corpo K e T urna aplicação linear de E em F. Dizemos que T é contínua 
se, e somente se, existe uma constante C > O tal que 
(1.14) IIT(x) 11 <C ·llxll ' 
para todo x em E. 
um resultado muito importante da teoria dos espaços LP(x,v) 
é o teorema de representação de Riesz que enunciamos a seguir. 
TEOREMA 1.3- Seja T um funcional linear sobre LP(X,~)com 
e p uma medida .a-finita. Então existe um único elemento 
g em Lq(X,p), onde 1/p + 1/q = 1, tal que 
< T, f> = T(f) = fxg(x)f(x) d~(x) , 
para todo f em LP(X,p). Além disso, temos 
( 1.15) = Sup ifxg(x)f(x) d~(x) I = 
li f li =1 p· 
---" . ~· 
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Effi um espaço vetorial norrnado ternos a seguinte versao do 
teorema de Hahn - Banach. 
TEOREMA 1.4 Seja E um espaço vetorial normado sobre C ' 
F um subespaço de E e T um funcional linear continuo definido sobre 
F. Então T possue uma extensão para um funcional linear contínuo L 
sobre E tal que 
(1.16) !!Li! = li Til 
Se~a E um espaço vetorial com produto interno (·,•) e de 
dimensão finita e seja {ai} l<i<m urna familia de elementos. de E. Pa-
ra -todo par i,j, com 1 < i,j =:_ m, colocaremos a .. = {a., a.) 
~J ~ J 
e 
diremos que A= (aij) e a matriz do produto interno (·,•) em rela-
ção à família (a.)
1
. • O determinante da matriz A é chamado deter 
~ <J...<m 
minante de Gram da familia (ai)·. Nesta notação temos o seguinte lema 
(ver [13] ) • 
LEMA 1.1 - Se a família ( a ) é linearmente indepen-i l<i<m 
dente, então o deterrnLnante da matriz A é um número real estritarnen 
te positivo. 
CAPITULO II 
ESPAÇOS Hp,q E DE LIPSCHITZ SOBRE ESPAÇOS 
DE TIPO HOMOG~NEO 
Estudaremos neste capítulo os espaços de Lipschitz t e os a 
espaços de Hardy Hp,q, sobre espaços do tipo homogêneo. O resulta 
do principal vem a ser.um teorema que afirma que os duais dos esp~ 
ços Hp,q sao certos espaços de Lipschitz !a. Usaremos [9] como re-
ferência principal para este capítulo. 
2.1 - ESPAÇOS DE TIPO HOMOG~NEO 
Uma quase distância sobre um conjunto X é uma função nao 
negativa d(x,y), definida sobre X x X tal que: 
(2.1) Para todo x e y em X, d(x;y) = O se, e somente se, x = y; 
(2.2) Para todo x e y em X, d(x,y) = d(y,x) e 
(2.3) Existe uma constante finita K tal que para todo x,y e z em X 
d(x,y) < K(d(x,z) + d(z,y)). 
Uma quase-distância d(x,y) define uma estrutura tmiforrne sobre X. 
As bolas B(x,r) = {y: d(x,y) ·<r}, r> O, formam uma base de vizi 
nhanças de x para a topologia induzida pela uniformidade sobre X. 
Esta topologia é uma métrica uma vez que a estrutura uniforme as-
sociada a d(x,y) possue uffia base enumerável. Nos referiremos a esta 
10 
topologia como a d-topologia sobre X. 
Dizemos que duas quase-distâncias d{x,y) e d' (x,y) sobre X 
sao equivalentes se existe duas constantes positivas e finitas, c
1 
e c 2 , tal que 
c
1
•d(x,y) < d' (x,y) ,S. c
2 
d(x,y), 
verifica-se para todo x e y em X. Observamos que as uniformidades e 
as topologias definidas pelas quase-distâncias equivalentes càinci 
dem. 
Seja X um conjunto munido de uma quase-distância d(x,y) e 
assumiremos que ~ é urna medida positiva, definida sobre uma 0 -ál-
gebra de subconjuntos de X que contém os subconjuntos d-abertos e 
as bolas B(x,r), e que existe duas constantes, a> 1 e A, tal que 
{2.4) O< l.l(B(x,ar)) < A"ll(B(x,r)} < 00 ' 
verifica-se para todo x em X e r > O. 
Um conjunto X com uma quase-distância d(x,y) e uma medida 
~satisfazendo a condição acima chama-se um espaço de tipo homogê-
neo e será denotado por (X, d, ~) • 
Alguns exemplos destes espaços sao: 
1) Rn com a medida de Lebesgue e diversas quase-distâncias, 
por exemplo 
a. > o; 
1 
2) Asvariedadesriemannianas compactas. 
max I x". -y. I . 
L:: Cn · 1 1 
ll 
3) En-l = {x E Rn : [x] = 1} , com a quase distância 
d{x,y) = ]1- E~=l xi·yi]a, a> O, e a Única medida~ invariante 
pa'r rotações que satisfaz ~o: 1) ~ 1. n-
2.2 - ESPAÇOS Hp,q 
Seja {X, d, ~) um espaço de tipo homogêneo. Dada uma fun~ 
çao f definida e localmente integrãvel sobre X e urna bola B, deno-
taremos por ~(f) o valor médio de f sobre B, isto é, 
(2.5) 
Consideremos uma função f definida e localmente integrá~el 
sobre- X e a um número real positivo. Suponhamos que exista uma 
constante finita C tal que para toda bola B em X, tenhamos 
(2.6) " < C • ~ (B) , 
onde IDB(f} é o valor médio de f sobre B. 
Observemos que se f satisfaz (2.6) e k é uma constante qu~l 
quer, então f+k também satisfaz, com a mesma constante c. De fato, 
pela definição de valor médio de f sobre B, temos 
li[ (f+k) 
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Além disso, para toda constante k segue, da definição de valor mé-
dio de urna constante, que_ 
ii[k- "B(k)]X 8 lloo =O. 
Identificaremos todo par de funções satisfazendo (2.6) que 
difiram por urna constante. Esta identificação define uma relação de 
equivalência, módulo constantes, sobre o conjunto de todas as fun-
ções que satisfazem (2.6)_. Dada uma função f satisfazendo (2.6), de-
notaremos por f a classe de equivalência de f. 
-
DEFINIÇAO 2.1 - Seja X um espaço de tipo homogêneo tal que 
~{X) seja infinita. Chamaremos de La ao espaço das classes de equi-
valência, módulo constantes, de funções que satisfazem a condiÇão 
(2.6). A norma de f em la , denotada por llf"llt , é definida como 
a 
o 
ínfimo das constantes C tal que, para uma função pertencente à clas-
se f, a condição (2.6) verifica-se para toda bola B. 
Notemos que a norma IIIII.c está bem definida, pois de f 
a 
e g pertencem a f, então g = f+ k, onde k é uma constante e pela ob 
servaçao feita após (2.6) temos 
LEMA 2.1-- ! é um espaço de Banach. a 
Demonstração: Seja {fn} uma sequência de Cauchy em !a; então 
E:> O, existe N(e) tal que param, n > N(E:), temos 
dado 
13 
i!I - f ll.c < E, 
n m " 
donde, 
( 2. 7) ll[(f - f ) - !IL.(f -f)] X8 li < s·~(B)" , n m .t:S n m o:> 
para toda bola B e todo n, m ~ N(s). Queremos provar que existe uma 
classe h em la tal que fn converge para h. Para isto mostraremos que 
se fn e h sao representantes de fn e h, respectivamente, então para 
cada bola B e E > O, existe N(E) tal que 
para todo m ~ N(E). Para demonstrar isto seja x0 um ponto fixo em 
X e para cada número natural j, consideremos as bolas B.~B(x,j), 
J o 
Então'{Bj}j=l e uma sequência crescente de bolas em X tal que 
00 
B ~ X. 
j 
Notemos que para cada n, existe um elemento f da classe f tal 
n n que 
ITL (f) ~O. De fato, se 
J<l n 
~ (f ) t O, então basta tomarmos a função 
l n 




médio de f - m_ (f ) sobre B1
, temos 
n tll n 
m_ (f -m_ (f)) ~ llL. (f) - m_ (!!L. (f)) =·O • 
.t:Sl n .t:Sl n .t:Sl n til .t:Sl n . 
De (2.7) e pela definição de valor médio de uma função se-
gue que 
< e • ~ (B.)" 
J 
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n, m ~ N(c), donde concluímos que 
• 00 
e urna sequencia de Cauchy em L (X) • Seja gj o 
lirni te desta sequência em L (X) . Então, pela definição de valor roé-
dio de urna função, temos 
1 ~ . ~(B1)- • B lg.(x)-[f (x)-m.. (f)] ld)J(x) 1 J n tsj n 
o que implica que 





J::S 1 J J:S1 n j n j 
Como [f -lllJ (f J] X 
n j n Bj 
converge para 
[ "1! (f -m
8 
(f ) ) ] X
8 
1 
n . n . 
. J J 
converge para 
00 
então gj em L (X) 
lllJ1 (gj)XBj em L
00 
(X) • 
Seja h. = g. - ~ (g.)XB , então pelo que foi visto ante-
J J 1 J j 
riormente e pela definição de g., temos 
. J 





Como estes limites existem 
00 
em L (X) e do fato de m_ (f )~O, 
"1 n 
para todo n, segue que 
hJ. = lim[f -m_ (f )-ITL (f )+m_ (f )JX6 n+oo n ~j n ~ 1 n ej n j 
= lim 
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Por outro lado h. = 
J 
ro 
como função de L (X), pois pe-









n . n "+l . J J .. J 





n . n . 
J J 
Portanto a função h satisfazendo 
cada j, está bem definida em X, h pertence 
= o ' 
a condição hX6 = h.,para . J 
ro J 
a L (X), localmente, e p~ 
ra toda bola B e todo índice j tal que B está contida em Bj' temos 
= lim(f X6 )X n--t-= n j B 
ro 
onde os limites foram calculados em L (X). Daí segue que ~(fn)X8 
ro 
converge para ~(h)X8 em L (X), quando n tende para o infinito, don-
de pela definição de valor médio de uma função, resulta que 




(X), se n tende para o infinito. 
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Fazendo n tender para o infinito em (2.7), temos 
para toda bola B e todo rn > N(8), o que implica pela definição da nor 
ma li • I I .c , que 
" 
para todo m > N(E), ou seja, 
para todo m > N(E). Portanto f converge para h em l . Além disso, 
rn " 
como h - fm pertence a !a e fm pertence a ta temos que h pertence a 
ta, o que completa a demonstração do lema. 
DEFINIÇÃO 2.2 - Sejam p e q tais que O < p ~· 1 ~ q 2 oo ' 
p < q. Dizemos que uma função a, definida e mensurável sobre X, é um 
{p,q) átomo se: 
(2.8) O suporte de a está contido em uma bola B =B(y,ó) para algum y 
em X e algum ó > O; 
( 2. 9) J a (x) dv (x) = o . ' 
X 
( 2. lO) (v(B)-lJala(x) lq d~ (x)) l/q < iJ(B)-1/p se q <"oo ' ou 
li a li oo : ~(B) -1/p se q = oo. 
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Mostraremos agora que se a = 1/p-1, então as séries 
L~=l ~ 1a1 , com r:=l ja1 )Pfinita, podem ser interpretadas como fun-
cionais lineares sobre ! 
" 
Começaremos associando a um (p,q) átomo a, p < 1, um fun-
cional linear La sobre ta definido da seguinte maneira: 
La(g) = <a,g>= f a(x)g(x)d~(x) , X 
onde g é um elemento da classe g pertencente a!~. Notemos que L ea 
~ a -
tá bem definido em !a, pois se g1 e g 2 pertencem ã mesma classe, en-
tão 
e por 
g -g ~ 
1 2 
(2.9)' 
k, onde k é uma constante, donde pela linearidade de L a 
segue que 




(x)] d~ (x) 
X 
~ kJ a(x) d~(x) ~ O, 
X. 
o que implica que La(gl) =·La(g2) • 
LEMA 2.2- La é um funcional linear sobre !(l/p-l), limi-
tado em norm~ por um. 
Demonstração: Observemos, inicialmente, que do fato do suporte de a 
estar contido em uma bola B, segue que 
Como ~(g) é constante temos por (2.9) que 
o que implica qu~ 
Se q < ~, pela desigualdade de HOlder e pelas condições (2.6) e 
(2.10) resulta que 
jjg JJ.c . ~(B)1/p-1 
(1/p-1) 
lli11k . • 
(1/p-1) 
Por outro lado, se q = 00 por (2.6) e (2.10) temos 
jjgJJ.c ~(B)1/p-1 
. (1/p-1) . 




Portanto, para todo g pertencente a !(l/p-l), temos 
(2.11) <a,g>[ < lliill.c 
(1/p-1) ' 
o que terrrdna a demonstração do lema. 
Com o objetivo de facilitar a notação, identificaremos a 
partir daqui o funcional linear L com o átomo a. Nesta notação ·te-
a 
mos o seguinte lema: 
00 
LEMA 2.3- Seja {a
1
}i=l urna sequência de (p,q) átomos , 
p < 1, e {a1 }~=l uma sequência numérica tal que r;=1 !a1 jP seja fi-
nita. Então a.. a. 
2 2 
define um funcional linear sobre l{l/p-l)~om 
Demonstração: Seja ·{ai}i=l urna sequência de (p,q) átomos, p < 1 e 
00 p 
uma sequência de escalares tal que Ei=lia.1 1 seja finita 
Então para todo g pertencente a l(l/p-l) e todo rn > O, segue de 
(2.11) que 
Do fato de p < 1, resulta que 
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E~! a.< a. ,g > 
1 1 1 
o que implica que a sequência U:~=1 1a1 < a 1 ,g >I }:=l é limitada sup~ 
riormente, pois 6~=1 ia 1 1P é limitada. Além disso, esta sequência é 
monótona crescente, donde resulta que a série E~_1 ia. <a.,g>! é.abso 1- 1 l -
lutamente convergente. Portanto a série 00 -Ei=l di <a1 ,g>converge ·pa-
ra um valor que denotaremos por <L:~=l a 1 a1 ,g >. Isto define uma apl!_ 
caçao sobre 
satisfaz 
para tod0 g 
l 
(1/p-1) 
- 00 que denotaremos tambem por Ei=l a 1 a 1 
em !(1 /p-1 ) . 
Para terminar a demonstração do lema provaremos que 
e que 
00 
Ei=l a 1 a 1 é- linear. De fato, para todo f e g pertencente a .f(l;P-l) 
e todo escalar À ternos, pela definição de a, a. 
1 1 
e do fato de L 
á 
ser linear, que 
00 ' ü'+g > = m a.,Àf+g> < "i=1 ciiai, lim Ei=l ai < 1 
m-
m 
a. , f> +a. <ai,9>J. = lim l:. pa. < 
I.= 1 1 1 m+oo 
Como os limites acima existem, segue que 









Estamos agora em condições de definir o espaço Hp'~p < 1, 
sobre X, corno segue. 
DEFINIÇÃO 2. 3 - Sejam p e q tais que O < p < 1 :::_ q .:_ oo • 
Definimos o espaço Hp,q sobre X como o subespaço linear de * .t(1/p-1)' 
formado por todos os funcionais lineares h sobre _!(l/p-l), que pos-
suem uma representação em série da forma 
{a1}:=l é uma sequência de (p,q) átomos 
= 
h = L i=l 
e. {o:i}~=l 
de escalares tal que I~=llo:1 ]P seja finita. 
aiai, onde 
e urna sequência 
Devemos observar que esta representação nao é Única. Então 
para cada elemento h em Hp,q definimos a "norma": 
(p,q) átomos}. 
Notemos que se P ~ 1, então I· I p q r H ' nao é uma norma, pois nao é ho 
mogênea, mas satisfaz a desigualdade triangular, o que permite defi-
nir urna di.stância sobre Hp,q da seguinte maneira, 
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( 2 .12) 
Com esta distância Hp,q é um espaço vetorial topológico. 
(ver parágrafo 1.3). 
Existe uma inclusão natural entre os espaços Hp,q' como ve 
remos a seguir. 
LEMA 2.4 - Sejám p, q
1 
e q 2 tais que O < p <1~ q 1 2,__q 2 
< oo 
En·tão ternos a seguinte inclUsão: 
P- 00 p,q2 p,ql H ' Cfi CH 
Além disso, 
Demonstração: Para provar a primeira parte do lema basta mostrarmos 
que todo (p,q 2) átomo é um (p,q1 ) átomo. De fato, se q 1 ::.._ q 2 ,aplica.!! 
do a condição {1.11) temos 
1/q 




Ja(x) J d~(x)) , 
donde segue a afirmação. 
Para demonstrar 
00 
que d ( • , •) 
p,ql 
p,q2 
H se h= E. 1 a.a. pertence a l.= l. l. então h pertence a 






H , de on 
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para toda expressao Daí segue, pela definição 
da norma I • I p q que 
H ' 2 ' 
o que completa a demonstração do lema. 
LEMA 2.5 - Seja q tal que 1 < q ~ oo e suponhamos que 
e uma sequência de 
• • co ~ 
(l,q) átomos e {ni}i=l uma sequencia de 
escalares tal que I::=1 ]a.1 ] seja finita. E'ntão I:~=l a 1 a1 converge em 
1 - 1 L (X) para uma funçao h pertencente a L {X) • 
Demonstração: Para demonstrar o lema basta verificarmos que toda se-
quência da forma sn = Er=l a.1 a1 é de Cauchy em L1 (X), pois unindo 
isto ao fato de L1 (X) se completo. (ver teorema 1.2) o resultado se 
segue. Começaremos provando que para todo (l,q) átomo a, 1 < q .::_co, 
temos J! a ]]
1 
< :1. De fato, se 1 < q < oo, então pela condição (1.11} 
e por (2.10) segue que 
-1J ~(B) 8 1a(x)ld~(x) 
donde resu1 ta que 11 a ·11 1 < 1 • 
-1 
< ~. (B) ' 
Por outro lado, se a é um (l,co) átomo, temos por (2.10)que 
24 
< j.(B)-1 • p(B) 
' 
o que imtblica que ]]a]]1 __::_1. Logo, para todo_...(l1 q) átomo a, 1< g~a), 
ternos lia 11 1 _2 1. 
Afirmamos agora que a sequência definida por 
An = E~=l ]]ai ai ]) 1 é urna sequência de Cauchy. Com efeito, pelo que 
foi visto acima temos, para todo n > O, que 
o que implica que a sequência An e limitada superiormente, pois 
E~=1 ]ai] é finita. Além disso, é ~ãcil ver que An é monótona crescen 
te. Logo A é convergente e portanto de Cauchy.· 
n 
Agora estamos em condiçÕes'de provar que a sequência S é 
n 
de Cauchy em 
1 L (X). De fato, dado s > O, existe N(E) tal que 
a. a. 
1 1 
se m > n > N(s), o que termina a demonstração do lema. 
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O lema anterior sugere a seguinte definição: 
DEFINIÇÃO 2. 4 - Seja q tal que 1 < q ~ ro. Definimos o esp~ 
Hl,q sobre X corno o conjunto de todas as funções h pertencentes 
que podem ser expressas na forma 
é uma sequência de (l,q) átomos -e uma sequência 
de ~scalares tal que r:=1 1ctil seja finita. A norma de um _elemento h 
pertencente a H1 ,q :definida por 
00 
h = I: i=l a 1 a1 , onde os a 1 sao (l,q) átomos}. 
Observemos que o lema 2. 4 também é verdadeiro quando p = 1. 
2.3- ESPAÇOS DUAIS 
Já -foi visto anteriormente que a distância definida so 
bre Hp,q em (2.12) não provém de urna norma, mas com esta distância 
Hp,q é um espaço vetorial topológico. Logo, dado um funcional linear 
L, contínuo sobre Hp,q' não.é verdadeira a afirmação de que existe 
uma constante C > O tal que )L(h) )~C )h)H~,q. Mas ternos o segui~ 
te resultado: 
TEOREMA 2.1 - Um funcional linear L sobre Hp,q é contínuo 
se, e somente se, existe uma constante finita C > O tal que 
(2.13) ' 
para todo h pertencente a Hp,q. 
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Demonstração: Seja L um funcional linear sobre Hp,q. Então L é con-
tínuo se, e somente se, L é continuo em Q.: Pela definição de continui 
dade, isto é equivalente à existência deum6 > O tal que 
(2.14) I <L,h >I < 1 se Ih I < o . 
Hp,q 
Mas pela definição da "norma 11 I· I q , para todo h i- O pertencen-· 
Hp' 
te a Hp,q, temos 
donde segue que (2.14) e equivalente à condição 
(2.15) I <L, o1/p. /hl - 1 /P 
Hp,q 
h>l.:: 1 • 
ô • 
para todoh pertencente a Hp,q. Pela linearidade de L, a condição (2.15) 
é válida se, e só se, para todo h_ em Hp,q temos 
I<L,h >1_:: ô-1 /p · • 
o que demonstra o lema. 
* DEFINIÇAO 2.5 - Se L pertence ao espaço (Hp,q} a norma 
* de L, denotada por ]]L]]p-,q, é definida corno o ínfimo das constantes 
C que satisfazem a condição (2.13), para todo h pertencente a Hp,q• 
Sejam p,q e q' ta.ts que O < p < 1 < q < oo , p < q e 
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1/q + 1/q' = 1. Consideremos uma função g, definida e localmente in-
tegrável sabre X, tal CJ1..E existe uma constante finita c > O, satisfazen 
do 
(2 .16) , 
para toda bola Bem X, onde rna(g) é o valor médio da função g sobre 
B, definido em (2.5). A condição (2.16) é equivalente a 
(2.17) 
para toda bola B em x. 
Observamos que quando q' = 00 em ( 2 .17) temos a condição 
(2.6) da definição do espaço f, , com a norma 
--" li· !I , substi tuida p~ q 
la norma 11·11= e 1/p- 1/q por a. 
Notemos que se uma função g satisfaz (2.17), o mesmo ocor-
re com g mais uma constante. Identificando estas funções temos uma 
relação de equivalência, módulo constantes, sobre o conjunto de to-
das as funções que satisfazem {2.17). Denotaremos por g a classe de 
equivalência de uma função g, segundo esta relação. 
~(X) 
DEFINIÇÃO 2.6 - Seja X um espaço de tipo homogêneo tal que 
seja infinita. Definimos ! , como sendo o conjunto das .~clas­p,q 
ses de equivalência, módulo constantes, de funções que satisfazem a 
condição (2.17). A norma de uma classe g pertencente à !p,q' denota~ 
da por Jl gJ l.c , é definida como o ínfimo das constantes C tal que, 
p,q 
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para uma função de classe g, a condição (2.17) e satisfeita para to-
da bola B em X. 
do: 
De maneira análoga ao espaço ! , temos o seguinte resulta-a 
LEMA 2.6 - ! , e um espaço de Banach. p,q 
A demonstração é semelhante à prova do lema 2.1, bastando substituir 
a norma 11·11~ pela norma 11·11 , e a por 1/p-1/q. . q 
O teorema seguinte fornece uma caracterização dos duais dos 
espaços Hp,q. 
TEOREMA 2.2 - Sejam p,q e q' tais que O < p ~ 1·_:: q . ..::"" , 
p <"q e 1/q+l/q' = 1. Então o espaço (Hp,q)* de todos os funcion~ 
lineares e contínuos sobre Hp,q é equivalente ao espaço I , no p,q' 
seguinte sentido: 
(2.18) Para todo g pertencente a! ,, existe um funcional linear L-p,q g 
sobre Hp,q, obtido a partir de g, que satisfaz a condição {2.13). 
(2.19) Para todo funcional linear L, continuo sobre Hp'q, existe um 
elemento g pertencente a t.p,q.' 
c'oincide com L. 
que define um funcional linear L- que 
g 
( 2. 20) Para todo g pertencente a Lp,q'' ternos 
• 
< 2.11Lg llp,q. 
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Demonstração: Para provar {2.18) consideraremos uma classe g em l ~ p,.., 
e fixaremos um elemento g pertencente a g. Provaremos, inicialmente 1 
que se h = L:=l a 1a 1 é um elemento qualquer de Hp'q, então a série 
I:~=l a
1 
<g,ai> converge, onde para cada (p,q) átomo a, definimos 
(2.21) <g, a> = 1g(x)a(x) d~(x) 
De fato, se a é um (p,q) átomo, B é urna bola aatisfazendo as condi-
ções (2.8), (2.9) e (2.10) e "B(g) é o valor médio de g sobre B, en 
tão temos 




< Jsl g(x)-"B(g) a(x) I d~(x)., 
donde, aplicando a desigualdade de HOlder e as condições (2.t7) _ e 
(2.10), segue que 
< li g[[ t • ~(B)l/p-1/q ~(B)l/q-1/p ' 
' p,q. 
o que implica que 
(2.22) [<'g,a>l< li <i'llt 
p,q' 
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para todo {p,q) átomo a. Logo, para todo m > O e todo 
pertencente a Hp,q segue, de (2.22) e do fato de p < 1, que 
_:; 11 gll.~: 
p,q• 
< 119' ll.t: 
p,q' ' 
m I - I 00 donde resulta que a sequência {Ii=l ai< g,ai> }rn=l é limitada supe 
riormente, pois I~=l Jailp é limitada. Além disso, como esta se-
quência é monótona crescen~e, então ela é convergente, donde segue 
que a série E:" 1
a..<:g,a.> 
~= ). l. 
é absolutamente convergente. Portanto a 
00 
série Ii=l ai< g, ai >converge para um valor que denotaremos por 
(2.23) < 119'11.~: 
p,q' 
00 
para tcdo .h = r i=l ai ai pertencente a 
"Agora podemos definir um funcional linear L- Sobre Hp ,q 
g 
da seguinte maneira; 
L-(h) 
g 
Para todo h - ~oo N a pertencente a Hp'q. - L..i=l ""i i 
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Provaremos que Lg é linear. Com efeito, se h1=E;=l n1a1 
e h 2 = E~=l f3 1b 1 são elementos qualquer de Hp'q, então para todo-
escalar À, temos 




E1 =l <-g,Àa.a .. + B.b. > ... ~l. 11 
= L:<X> [Àa. <g,a.> +si <g, b;>]. 
i=l. ]. 1 ... 
Daí, pela Convergência absoluta das série resulta que 
o que demonstra a afirmação. 
Observemos que_ pela definição da "norma" segue 
de (2.23) que 
IL-(h) I < g ' 
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para todo h pertencente a Hp,q' o que implica que Lg satisfaz a con 
dição (2.13). Além disso, da última desigualdade e pela definição da 
norma temos 
(2.24) Hrr- 11* < g p,q -
Passemos à demonstração de (2.19). Para isto, seja _L Um 
funcional linear continuo sobre Hp,q e para cada bola fixa B, defina 
mos o seguinte conju.nto: 
Então, se f pertence a L;(B), a função definida por 
a(x) = U(B)l/q-l/p lltll-l f(x) e um (p,q) átomo. De fato, pela defi-
q 
nição L q (B) (ver parágrafo 1. 3) ·o suporte de a está contido em 
condição (2.9) resulta de 
B; a 
JB a(x) du(x) = u(B)l/q-l/p ·llfll;
1 JB f(x) du(x) =O, 
e finalmente,a condição (2.10) segue de 
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< ~(B)l/p-l/q ·lffll 
q • 
Daí segue que <L,f> estâ definido e de {2.13) e da Últi-
ma desigualdade, vem que 
(2.25) I<L,f>l < IIL 11* ~(B)l/p-l/q·llfllq , - . p,q 
para todo f pertencente a L;(B), o que implica que L é um funcionalli 
near limitado sobre L~(B). Aplicando o teorema de Hahn-Banach (ver 
teorema 1.4) L pode ser extendido sobre Lq(B), com a mesma norma. Pe 
lo.téorerna de representação. de Riesz (ver teorema 1.3) ~xiste uma {un 
ção g pertencente a · Lq' (B) tal que 
(2.26) < L,f > = JB g(x)f(x) d~(x) = < g,f >, 
para toda f pertencente a Lq(B) e 
(2. 27) fi g I fq, - SJ.lP I f g ( x) f ( x) d~ ( x) I . - llfXBIIq=l B 
' As funções pertencentes a Lq (B) e satisfazendo a condição 
(2.26), para toda.função f em Lq(B), diferem por urna constante. De f~ 




duas funções pertencentes a Lq (B) e satisfazendo 
a condição (2.26). Notemos, inicialmente, que para toda função 
Lq(B), pela definição de valor médio de f sobre B, temos 
f em 
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donde concluimos que f-~{f) pertence a L~(B), para toda função f em 
Lq(B). DaÍ segue que 
para toda função f em Lq(B), o que implica que 
( 2. 28) 
qualquer que seja a função f em Lq(B). 
Por outro lado, ·observemos que pela definição de valor mé-
dio de uma função sobre urna bola B, ternos 
Da! e de (2.28} segue que 
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para toda função f em Lq(B), o que implica que 
(2.29) 
quase sempre em B, o que demonstra a aftrmação~ 
lbsso objeti \10 açpra é definir urra furyção g sobre X que pertença a urra 
ç:lasse g de funções ·em . .C , e que para cada bola B em X satisfaça-p,q 
(2.26)' para toda íunção f pertencente a Lq(B). Para fazer isto fi-
xemos em ponto x em X e para cada inteiro positivo i, consideremos o . 
as bola$ Bi = B{x ,i). o 
Temos. que {B1 }~=l é uma sequência crescente 
00 
de bolas em X tal que u B. = X. 
i=l ~ 
Consideremos ainda uma sequência de 
funções'{g1 }~=l tal que para cada i, gi perte~ce a Lq'(B.) e ~ satis-
faz a condição (2.26), para toda função f em Lq(B.). Então impondo·a 
~ 
condição 
( 2. 30) JB1 g1 {xf d]..l(X) =O , para todo i> 1 , 
obtemos g definida sobre X da seguinte forma: 
g(_x) = g
1




A função g está bem definida, pois pa·ra todo i ..:::. 1, a função gi+l 
restrita ao conjunto B. é igual à função g .. Com efeito, do fato d9 
~ ~ 
cada bola Bi estar contida na bola Bi+l segue que ' Lq (B.) está conti 
~ -
' do em Lq {Bi+l), donde resulta que a função gi+l xB. satisfaz (2.26) 
J. 
para toda função f pertencente a Lq(B.) Pela observação feita após 
~ 
(2.27) temos que gi+lxB. - gi é igual. a uma 
1 
de (2.30), segue que 
o que implica que gi+lxB. = g1 • 
1 • 
constante. Daí e 
pro_varemos agora que g pertence ·a uma classe g- de funç_ões 
em l , p,q Obse~vernos, inicialmente, ·que para toda bola B em X e toda 
função f em Lq(B), temos 
Logo, para toda bola Bem X, segue de (2.27) e do que vimos 
acima que 
/l[g-IllJ(g)JX8 llq• = sup 
1Jtx8 11 q=l 
I J B [ g ( x) -"'a ( g) l f ( x) d~ ( x) 
( 2. 31) = Sup I J8 rg<xl-IllJ(gl][f(x)-rrs(t)Jd]J(x)l.-
llfx8 11 q=l 
--,~, 
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Como [f-"B(f)]X8 pertence a Lq(B), temos que (2.31) é igual à con-
dição 
Portanto segue da condição (2.25) que 
Aplicando a desigualdade de Minkowski , a última desigualdade se trans 
forma em 
Mas observemos que para toda funÇão f em Lq(B), !lfXB]Jq majora 
llms'flX8 IIq. Isto decorre da definição de "B (f) e da desigualdade de 
HOlder , pois ·-
Logo, decorre daÍ e de (2.32) que 
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' 
o que prova que g e representante de alguma classe g de funções em 
.c 
p,q' Além disso notemos que pela definição da norma li • 11" ~p,q'' 
resulta da última desigualdade que 
(2. 33) llgJI ,C 
p,q' 
• <2·IILII p,q 
Até agora obtemos um funcional linear definido em (2.26) a 
partir de g pertencente a g , que coincide com L para todo (p,q) áto-
mo a, ou seja, 
<L, a>= <g, a>, 
para todo (p,q) átomo a. 
Para completar a demonstração de (2.19) provaremos que es-
te funcional possue uma única extensão para um funcional linear limi-
tado L- sobre Iip,q tal que L- coinci,de com L. Para isto, definiremos g . g 
o funcional linear 
Então, para todo 
L-g sobre 
<L- '· h> g 
t.àl que 








<L, ai> - E. l 1= 
=<L , h > • 
o que demonstra a afirmação. 
Para terrn~nar a demonstração do teorema 2.2 , observemos 
que a prova de {2.20) segue imediatamente de (2.24) e de (2.33). 
O próximo teorema (ver [9] ) afirma que os espaços Hp,q • 
O < p .::_ 1, coincidem corno conjunto par~ todo q tal que ·1 .< q < oo e 
p < q. 
TEOREMA 2. 3 - Sej arn p e q tais que O < p < 1 < q::::"" e .P < q • 
Então temos Hp,w = Hp,q_ Aiém ·disso, as métricas .sao equivalentes. 
s·alientamos que uma parte da demonstração deste_ teorema já 
foi ~eita no· lema 2.4 e o_ restante encontra-se em [9] • 
COROLÁRIO 
dos, 
. - p,ql * 
então (H ) 
2 .-1 - Se os espaços 
p·, q2 * 
= (H ) • 
Demon&tração: De fato, pelo teorema 2.3 ternos que 




o corolário seguinte é um caso particular dó corolário 2.1 
quando p = 1 e é um resultado obtido por John e Nirenberg (ver [7J) 
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que envolve a definição dos espaços B.M.O. (Bounded Mean Oscillation~ 
-
que é o que faremos a seguir. Consideremos urna função g, definida e 
localmente integrãvel sobre X, tal que existe urna constante finita C 
satisfazendo, para toda bola B em X, a condição 
(2. 35) du (x) < c ' 
onde 1 < q• < oo. 
Notemos que _(2 .. 35) é um caso particular da condição [2.16) 
quando p = 1, portanto continua válida a observação que precede a 
definição 2.6 e podemos dar a seguinte de~inição: 
DEFINIÇÃO 2. 7 - Seja X um espaço de tipo homogêneo" tal que 
1-l {X) seja infiriita. Definimos BMO (q •) corno o conjunto ·de todas as 
classes de equivalência, módulo constantes,- de funçÕes que satisfa -
zern a condição ( 2. 35) A narina de uma classe g em BMO_ (q 1 ) , denotada 
por 11 g 11 BM~ (q' )_ , é definida como o infimo das constantes é: tal que_, 
para uma função da classe g, a condição {2.35) verifica-se para toda 
bola B -em X • 
. Devemos observar que o espaço BMO (q 1 ) coincide rorn o .espaço 
t 1 ' . ,q 
COROI.>ÂRIO 2.2 - Sejam qi e qi· tais que 1 :::_ 
Então temos: 
q' < 00 
1-
Demonstração: Aplicando 
l,q * l,q2 
(H 1 ) •(H ) 0 • Pelo 
o resultado. 
o corolário 2.1 com p = 1, ternos 
teore!-Tia 2. 2 resulta que = .C · , dotlàe seg\E 
l,q2 
CAPITULO III 
ESPAÇOS Hp,q E DE LIPSCHITZ SOBRE O ESPAÇO Rn. 
Neste capitulo vamos considerar o caso em que o espaço de 
~ipo homogêneo X seja R0 • Redefiniremos (p, q) átomos e os espaços Hp,q 
e neste caso podemos considerar por exemplo, p < 1/2 na reta, o que 
nao ocorria no capitulo anterior. 
Deixaremos de apresentar algumas demonstrações quando as 
mesmas forem análogas as já apresentadas ante,riormente. 
d • n d Consideraremos em .to o este capl. tulo o espaço R muni o da 
distância euclidiana d{x,y) = ]x-y]. Denotaremos por m{E) a medida 
de Lebesgue do conjunto mensurável E e usaremos. a not;ação J E Í(x) dx 
ao invés de JE f(x) dm(x). • 
3.1 - ESPAÇOS Hp,q 
Seja B uma bola no esp~ço ,Rn. Definimos em L2 (B) o segui~ 
te produto interno: 
(3 .1) (f,g) - m(B)~1 JB f(x)g(x)dx. 
·consideremos uma função f definida e localmente integrávél sobre Rn 
uma· base ortoro:rrna.+ do subespaço 2 W- de L (B) , forma-do 
M 
'por 
todos os póli·nômios reais de grau menor ou igual a M, onde M é wn n§ 
mero inteiro maior ou igual a zero. Denotaremos ·por P8 (f) o polinêmio 
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associado a f sobre a bola B, de grau menor ou igual a M, definido 
por 
( 3. 2) PB(f)(x) 
LEMA 3.1- o polinômio PB(f) satisfaz as seguintes pr~pri~ 
dades: 
(3.3) J [f(x) - PB(f) (x)]xk dx =O, 
B . 
para todo rnulti-indice k tal que O ~ !k! ~ M ; 
(3.4) PB (f+g) (x) = PB (f) (x) + PB (g) (x), 
quaisquer que sejam. as funções f e g, localrnente,integráveis • 
• 
(3.5) PB (Q) (x) = Q(x), 
para todo polinômio Q pertencente a WM. 
Demonstração: Para provar (3.3) observemoS que da definição do poli-
r nômio' PB (f) e do fato da base { rr·1 } i=l ser ortonormal, temos 
r =r. l(f,'ff.) (n.,'IT.) 
J= J J ·1 
para todo i tal q~e 1 < i < r, o que implic.a que 
( 3. 6) 
para todo i tai que 1 < ·i < r. 
Como xk pertence a WM, para todo multi-Índice 
O < [k[ < M, então 
' 
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k tal que 
onde os À i, 1 _:: i _:5 r, sao escalares, donde, da definição do produto 
interno dada em (3.1) e de (3.6), segue que 
JB [f(x) - PB(f) (x)] xk dx = m(B) (f-
_A prova de (3.4) re"s.ulta, imediatamente,_ da definição do 
polinômio P8 (f+g) e da bilinearidade do produto interno· ( 3.1), corno 
segue 
Finalmente, para pr~var (3.5) _basta lembrarmos que, do fa-
to da base r {Tii}i=l ser ortonormal, temos-
Q (x) 
para todo polinômio Q pertencente a WM donde o resultado se segue. 
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Consideremos agora uma função f definida e localmente ínte 
n 
grável sobre R , M um inteiro não negativo e a um número real positi 
vo. Suponhamos que exista uma constante finita C tal que, para toda 
n bola B em R , tenhamos 
( 3. 7) 
onde PB{f) é o polinÔmio de grau menor ou igual a M, definido _em 
( 3. 2) • 
Observemos que se f satisfaz (3.7) e Q é um polinômio qual 
quer pertencente a WM, então ·t+Q também satisfaz, com a mesma cons-
tante c. De fato, por (3.4) e (3.5), temos 
~ 
llff- P (f)]X 11 < C • m(B)". 
B B ~ 
Além disso, para todo Q ein WM, segue d~ (3.5). que 
Portanto identificaremos todo par· de funções satisfazendo 
(3. 7) que difiram por um polinômio de· grau menor ou ig1Íal a M. Note·-
mos que esta identificação defi'ne uma relação de equivalência, módu-
lo polinômiosde grau menOr ou igual a M, sobre o conjunto de todas 
as funções satisfazendo (3.7). Além disso, dada uma função satisfa-
zendo (3.7), a classe de equivalência de f sera denotada por f. 
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DEFINiçKO 3.1- Chamaremos de l(a,M) ao espaço das classes 
de equivalência de funções, módulo polinôffiios de grau menor ou igual 
a M, que satisfazem a condição (3.7). A norma de f em l(a,M)'denota-
da por !! fiJ.c , é definida como o infino das constantes C tal que, 
(a,Ml 
para uma função da classe f, a condição {3.7) verifica-se para toda 
bola B. 
Notemos que a norma ]]·!I .c está bem definida, pois se f 
(o. ,M) 
e g pertencem a mesma classe, então g = f+Q, onde Q é um polinômio 
de grau menor ou igual a M. Daí, pela observação feita após a condi-
ção (3.7), segue que 
o que -demonstra a afirmação. 
LEMA 3.2 - J: 
(o. ,M) 
-· e um espaço de Banach. 
Dernonst~ação: Seja fm uma sequêricia de Cauchy em .C(a,M);então dado 
E> O, existe. N(E) tal que p~ra k, m > N(E), teffios 
donde, 
( 3. 8) 
para toda bola B e todo k, m > N(~). 
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Queremos provar que existe urna classe h em .t tal que 
(a ,M) 
fk converge para h . Para isto mostraremos que se fk e h são repre-
sentantes de fk e h, respectivamente, então para cada bola B e 
c > O, existe N(c) tal que 
para todo m > N(E). 
Para demonstrar isto, seja x
0 
um ponto fixo em Rn e para 
cada número natural j, consideremos bolas Bj = B(x
0
,j). Então 
é uma sequência crescente de bolas em Rn tal que U B. 
i=l J 
Notemos que para cada k, existe- um elemento fk da classe 
fk tal que 
mos a função 
PB (fk). =O. De 
l 
fk - PB (fk)' 
l 
(3.4) e (3.5) vem que 
fa_to, se P
8 
(fk) f O, então basta tornar-
l 
que .pertence à mesma classe que fk e por 
De (3.8) e (3.4) segue que 
[f -
m 
para toda bola B., donde conclulmos que 
J 
< E • a m(B.) , 
J 
é uma sequência de Cauchy em L~(Rn). Seja g. o limite desta 
J 
cia em L~(Rn). Então_por (3.4) e pela definição do polinÔrrdo 
do em (3.2), temos 
IPB (g.) (x) 
1 J 








I r -1J E._1 [m(B~ (g.-(fk-PB (fk»(xh. (x)dxh. (y) I < 1- X B J . 1 1 





( 3. 9) r -1J I • . . E-~1[m(B..) (g.-(fk-PB (fk)) (x>ll TI. (x) ldx li TI· (y) I ~ -L B J . l. l. .. 
. 1 . J . 
Mas para cada i, 1 ~ i ~ r, existe uma conStante finita c
1 
tal que ln1 (x) I ~ c1 , pois càda. TI1 e continua em B1 . Então se tomar 
mos C igual ao máximo dos ele.mentos .c1 , 1 <i< r, segue que (3.9) 
é menor ou i9ual. que 













gj em L (R), eritão 
Seja h. = g. - P8 (g.)X8 , então pelo que foi visto ante-J J l J j 
riormente e pela definição_ de 






Como estes limites existem em L"' (Rn) e do fato de P8 (fk) = O, para 
l 
todo k, segue que 
h. = lim 
J k-+co 
Por outro lado, h. 
J 
co~o função de 
pelo que foi visto anteriormente e de fato de Bj estar contido em 
Bj+l' temos 
Portanto, a função h satisfazendo 
hXB. = hj 1 para todo j , 
J 
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está bem definida em R0 , h pertence a 
~ n 
L (R ) , localmente, e para to 
da bola B e todo indice j tal que B c Bj' temos 
~, n • onde os limites foram calculados em L R } . Dal segue que 
quando k tende para co, o que implica, por (3.4), que 
se k tende para co Fazendo k tender para o infinito em ( 3. 8) , temos 
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para toda bola B e todo m > N(E}, o que implica, pela definição da 
norma 11 ·li J: , que 
(a,M) 
llh-fllt <E 
m (a ,M) 
para todo rn > N (E} , 'ou seja, 
li h - f li J: < E 
m (a,M) ' 
Para todo m > N{r;::). Porta'nto, f converge par"' h em .f Além ·m ·~ (a,M)" 
disso, como h - f 
m pertencem a L (cx,M)._ , ternoS que 
!(a,M) , o que concl~i a demonstraÇão do 19ma. 
pertence a 
DEFINIÇÃO 3. 2 - Sejam p e q tais que O -< p :::._ q .2.. oo, p < q. 
n 
Dizemos que uma função a definida e mensurável sobre R e um (p,q} 
átomo se: 
.( 3 .lO} o suporte de a está contido em uma bola B = B (y, 6) para al-
gum y em Rn e algum IS > O; 
(3.11) f- a(x)xk dx =O Rn 
para todo multi-Índice k, tal que O < )k) 2._ [ n/p] ..: n, onde [s] den:Jta 
UNICAMI'" 
BIBLIOTECA CENTRAL 
o maior inteiro que nao supera s, e 
(3.12) (m(B)-l I la(x) lq dx)l/q < m(B)-l/p se q < ro, ou 
B 
11 allro < m(B)-l/p se q = ro 
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as séries 
Veremos a seguir que se a. = 1/p-1 e M = [ n/p ] - n, então 
L~--l a..a., com L~ 1 ia.. lp finita, podem ser interpretadas ... J.. 1 J..= 1 
corno funcionais lineares sobre t(a.,M) • 
Começaremos associando a um (p,q) átomo a, p < 1, um fun-
cional linear La sobre .f (a.,M)., M = [ n/p] - n, a. = 1/p-1~ definido da 
segUinte maneira 
g > ~ I a(x)g(x~dx, Rn 
onde g e lli~ elemento da classe g em t(a.~M) ~ 









= Q, onde Q é· um.polinôm.io 
pertencente a WM. Mas para qualquer polinômio Q pertencente a" 
M = [ n/p ] - n, Q(x) ~ E \,xk e temos por (3,11) que 
lki2_M 
(3.13) a(x)Q(x)dx ~ À a (x) x d x ~ O f 
. k 
k Rn 
Logo, pela linearidade de La'. segue que 
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La (gl) La (g2) = JRn a(x)[gl (x).- g2 (x)]dx 
= f a (x) Q(x)dx = O, 
Rn 
o q.ue implica que La ( gl) = La(g2). 
LEMA 3.3- .La é um funcional linear sobre l(a,M), limitado 
em norma por um. 
Demonstração: Observemos, primeiramente, que do fato do suporte de a 
estar contido em uma bola B, segue que 
- J a(x)f(x)dx - Rn a(x)f(x)dx o 
Então do fato de PB (g) pertencer a WM segue de· {3._13) que. 
o que impli~a que 
L (g) 
a 
Se q < oo, aplicando a desigualdade de HOlder e por (3.7}, 
lembrando que a = 1/p-1, temos 
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llgllt m(B)l/p-l 
- (a,M) ' 
donde resulta por (3.12) que 
11 gll J: • 
(a' M) 
Por outro lado, se q =co, então por (3.7) e (3.12),vemqte 
llgllt. m(B)l/p-l 
(a,M) · 
< m(B) m(B) -l/p m(B) l/p-l li gllt 
(a,M) 
Portanto, temos 
(3.14) li g li J: 
(a ,M) ' 
para todo g pertencente a .f.( ) , onde a = 1/p-1 e M = [ n/p 1- _n. 
a,.M 
.Is§'O conclui a demonstração. 
Para facilitar- a nbtação, identificaremos a partir daqui o. 
funcional linear La com a. Nesta notação temos o seguinte lema: 
LEMA 3.4 - Seja · {ail~=l uma sequência de (p,q) átomos 
p < 1, 
• 00 . 
e ~a.i}.i=l uma sequência de escalares tal que 
00 
Li=l &iai define um funciOnal linear 
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limitado sobre .l(a,M.)' com norma limitada 
a= 1/p-1 e M = [n/p 1- n. 
( "00 I JP 1/p por i=1 ai ) , onde 
Demonstração: -E análoga à prova do lema 2.3 e nao será repetida. 
Da mesma forma corno fizemos no capitulo II, poremos a se-
guinte de.finiçãq de espaço Hp,q sobre para p < 1. 
DEFINIÇÃO 3.3- Sejam p e q tais que O< p< 1~ q ::_ oo. De-
finimos o espaço Hp,q sobre Rn como o subespaço linear * de J: (a ,M) ' 
a= 1/p-1 e M = [n/p ]- n, formado por todos os funcionais linea-







.=1 é uma segue-ncia de (p,g) h-= Ei=_l a. i ai' átomos e 
· {et1 } :=l urna .sequência de escalares ··_tal que 
00 p 
Li=l ] o:1 I seja finita. 
Devemos observar que esta representação nao e única. Então 
para cada h pertencente a Hp,q definimos a "norma": 
a. a., 
l l 
onde os a, sao (p,q) átomos} 
L 
Notemos que s.e p t- l, então I ·IHp,q nao é homogênea e portanto nao 
e urna norma, mas .satisfaz a desigualdade triangular, o que permite d~ 
finir uma distância sobre Hp,q da seguinte maneira: 
(3.15) 
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Munido desta distância Hp,q é um espaço vetorial topológico. (ver pa 
ragráfo. 1 .. 3). 
Os espaços Hp,q sobre Rn também satisfazem a seguinte in-
clusão: 




tais que O< p< 1< q1~-q2 <"lXI 
Então temos a seguinte inclusão: 
p,q2 p,ql 
aP'IXI c a c a 
Além disso, 
Demonstração: ~ semelhante à demonstração do lema 2.4 e nao sera fei 
ta.-
LEMA 3.6 - Seja q tal que. 1 < q < lXI e suponhamos que 
{ }~ 
· ..ai i=l seja uma sequência de (l,q) átomos e· {ail~=l uma sequência 
~ ~ 
de escalares tal que "i=l["i[ seja finita. Então ri=l ai ai conver 
Demonstração: :E: análoga à demonstração do- lema 2. 5 e nao será repet~ 
da, 
Em· face do lema anterior .podemos dar a ·seguinte definição: 
DEFINIÇÃO 3. 4 - Seja q tal. que 1 < q < co • Definimos o :es 
paço Hl,q sobre Rn como o conjunto de todas as funções h pertencen~ 
tesa L1 (Rn), que possuem uma representação na forma h·= I::=l aiai , 
-e _uma. se-
seja finita. A norma de 
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um elemento h pertencente a Hl,q e definida por: 
a. a. , 
~ ~ 
onde os ai sao (l,q) átomos}. 
Observamos que o lema 3.5 continua válido quando p = 1. 
3.2 - ESPAÇOS DUAIS 
Vimos no parágrafo anterior que a distância definida sobre 
Hp,q em (3.15) não provém de uma norma, mas com esta distância Hp,q 
e um espaço vetorial topológico. Logo, dado um funcional linear L , 
contínuo sobre Hp,q, nao é verdadeira a afirmação de que existe uma 
constante- C > O tal que I L (h) I < C • I h I . Mas vale o seguin-
- Hp,q 
te resultado: 
TEOREMA 3.1 - Um funcional linear L sobre Hp,q é continuo 
se, e somente se, existe uma constante finita C > O, independente 
de h pertencente a Hp'q, tal que, 
(3.16) I< L, h >I 
Demonstração: :t: análoga à demonst:-ração do teorema 2.1 e será omiti.da. 
DEFINIÇÃO 3.5 - Se L pertence. ao espaço (Hp'q)*, a norma 
• de L, denotada por li L li p,q é defihida como o infima' das constan-
tes C que satisfazem a condição (3.16), para todo h pertencente a 
Hp'q. 
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Sejam p,q e q' tais que O < p ~ 1 ~ q 2 oo , p < q e 
1/q + 1/q' = 1. Consideremos urna função g definida e localmente inte 
grãvel sobre Rn, tal que existe uma constante finita C, satisfazen-
do 
(3.17) (m(B)-1f [g(x) - P (g) (x) !'~'dx) 1/q' < c. m(B) 1/P,-1 
B B ' 
n 
para toda bola Bem R, onde PB(g} e o polinômio, de grau menor ou 
igual a M, definido em (3.2). Então a condição (3.17) é equivalen~ a 
(3.18) 
' 
pàra toda bola Bem Rn. Obser-vemos que se q•· = oo em (3.18) ·ternos a 
condição ( 3. 7) da definição dos espaços t (et,M) com a igual a 1/p - 1/q. 
Notemos que se uma função g satisfaz (3.18}, o mesmo ocor-· 
re com g mais um polinômio qualquer de grau menor ou igual a M. Iden 
tificando estas funções temos uma relação de equivalência~ módulo ~ 
linômios de grau menor ou igual a M,_ sobre o ·-conjuntO de todas as ~ 
çoes que satisfazem (3.18). Denotaremos por g ·a classe de ~quivalen­
cia de umà função g, segundo esta relação. 
Em face do que vimos ac_irna .daremos a seguinte definição: 
DEFINIÇÃO 3.6 - Definimos o espaço .J:, , corno o co.njunto- de p,q 
todas as classes de equivalência, módulo polinômios de ~r~u menor QU 
igual a M = [ n/p]- n, de funçÕes que satisfazem a condição (3.18). 
A norma de uma classe -g pertencente a l p,q' 1 denotada por 
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]] g li f.. , é definida como o ínfimo das constantes C tal que, para 
p,q' 
uma função da classe .g , a condição (3.18} e satisfeita, para 
bola B em Rn. 
toda 
Um resultado análogo ao que foi obtido para os espaços 
.f(a,M) e dado a seguir. 
LEMA 3,7- t p,q' é um espaço de Banach. 
Demonstração: Não faremoS a demonstração deste lema por ser análoga 
à demonstração do lema 3.2, bastando substituir a norma 11 • ]]co pela 
norma ll·llg' e a por 1/p- 1/g • 
Uma caracterização dos duais dos espaços Hp,q e dada pelo 
seguinte teorema: 
TEOREMA 3.2 - Sejam p, q e q' tais que O < p ~ 1 ~ q ~ ~, 
* p < q e 1/q + 1/q' = 1. Então·o espaço (Hp,q) de todos os funcio-
nais lineares e contínuos sobre Hp,q -e equivalente ao espaço lp,q'' 
no seguinte sentido: 
(3.19) Para todo g pertencente a .f 1 , existe um funcional Linear p,g 
L- sobre Hp,q, obtido a partir de g, que satisfaz a condição (3~6). 
g 
{3.20) Para todo funcional linear L, contínuo sobre Hp,q, existe uma 
classe g pertencente a l , p,g 
coincide com L. 
que define um funcional linear L- que 
g 
(3.21) Para todo g pertencente a Lp,q' , temos 
""'""""'-'--
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* IIL-11 g p,q :5.llgllt < (C+l) p,q' ' 
onde C é urna constante. 
Demonstração: Para provar (3.19) consideremos uma classe g em f.. , e p,q 
fixemos um elemento g'pertencente a esta classe. Provaremos, inicial 
mente, que se h = r;=l ai ai é um elemento qualquer de Hp,q, então 
a série E~ 
1 
ai < g, a. >é convergente, onde para cada (p,q) átomo 
~= . ~ 
a com suporte em uma bola B, definimos: 
(3.22) < g, a > = JB g(x) •a(x)dx 
De fato, seja a um (p,q) átomo, B e uma bola satisfazendo as condi-
- (3.10)' ( 3 .11) (3.12) PB (g) polinômio definido çoes e e o em 
( 3. 2) para M = [ n/p 1 - n. Então por (3.13) temos 





Pela desigualdade de HOlder, segue que 
donde, usando as condiçõeS {3,18) e (3.12), resulta que 
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( 3 o 23) I< g, a >I < 11-gllt 
p,q' ' 
para todo (p,q) átomo a, onde M = [n/p]- n. Logo, para todo m >O 
e todo pertencente a Hp,q, segue de (3.23) que 
o 
Do fato de p < 1 resulta que 
a. >I 
1 < 11 gllt p,q' 
< li gll;c 
p,q' 
(Em I a . I P) 1/p 
1.=1 l. 
00 I I P 1/p . (E._1 a. ) , 1- 1 
donde concluímos que a sequência' o.:~=llai < g, a:i > j-}:=1 é limitad~· 
superiormente, pois 
00 p . 
Ei=l Jn1 J e limitada. Além dissO,esta seqtÊnci~ 
é monótona crescente. Logo, a série 
te convergente e portanto converge para um valor que denotaremos 
por e temos 
( 3. 24) • 
Agora podemos definir um funcional linear Lg sobre_ Hp,q 
da seguinte maneira: 
L-(h) 
g • 




Provemos que Lg é linear. Com efeito, se h
1 
= ti=l ~1 a1 e 
h
2 
= ~:=l s1b 1 são elementos quaisquer de Hp,q, então para todo es-
calar À- ternos 
donde, pela definição de L- e linearidade de < q, a >·defin~do em 
g 
{3.22), segue que 
Pela convergência absoluta das séries, resulta que 
+ ' 
corno queríamos demonstrar. 
Observemos ainda que de (3.24) e da definição 
I·IHp,q , resulta que 
IL-Chl I < g - li gll.c 
p,q' 




donde concluímos pelo teorema 3.1 que L-
g 
é um funcional linear con 
tinuo sobre Hp,q. Além disso, da última desigual~ade e da definição 
* da norma li • 11 p,q segue que 
(3.25) * li rg-11 p,q ~ 
• 
• 
Passemos à demonstração (3.20). Para isso, seja L um fun-
ciOnal linear e cont1n~o sobre Hp' q_ e para cada bola fixa B em R 0 , 
definamos o seguinte conjunto: 
para todo multi-índice k 
tal que O ~ I k I ~ [ n/p I - n } . 
Então, se f pertence a L; (B), a função definida por 
a (x) ~ m(B) l/q-l/p li f 11-l f (x) 
q 
é um (p,q) átomo. De fato, pela defi 
63 
nição de Lq(B) (ver parágrafo 1.3) o suporte de a está contido em~ 
a condição (3.11) segue de 
m(B) - 1/q-1/p 11 f li - 1J 
q B o ' 
para todo multi-Índice k tal que O< lkf < [n/p]- n, e finalmente, 
a condição (3.12) resulta de 
lfall - m(BJ 1/q-1/p lifll-1 l[fll . 
q q q 
Logo, f pertence a Hp,q e pela definição da "norma" 
I·IHp,q' temos 
• 
Daí segue que <L, f > está definido e pelo teorem;:t 3.1 temos 
(3.26) 
para todo f pertencente a Lq(B), o que impliCa que L é um funcional o 
linear limitado sobre L;(B). Aplicando o teorema Hahn - Banach (ver-
teorema 1. 4) L pode ser extendido. sobre L q (B) , com a mesma norma. P~ 
lo teorema de representação de Riesz (ver teorema: 1. 3), existe uma 
função g pertencente a Lq
1 
(B) tal que 
(3.27) <L, f> ~ JB g(x)f(x) dx ~ < g, f> 
para toda f pertencente a Lq(B) e, 
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( 3. 28) llg 11 , = SUJ? .. if g(x)f(x)dxj 
g 11 fX !I =1 B . B g 
As funções pertencenteG a Lq' (B) e satisfazendo a condição 
(3.27), para toda função f pertencente a Lq(Bl, diferem por um poli-
M = [n/p]- n. De fato, sejam e nôrnio de grau menor ou igual a 
' g
2 
pertencentes a Lq (B) e satisfazendo a condição (3.27). Observe-
mos que para provarmos a afirmação basta verificarmos que 
( 3. 29) 
para toda f em Lq(B), pois daí segue que 
( 3. 30) 
' 
quase sempre em B. Com o fim de provarmos (3.29) notemos, primeira-
mente, _que se f pertence a Lq(B) e PB(f) é o polinômio, de grau me-
nor ou igual a M = [n/pJ- n, definido em (3.2), então resUlta de 
(3.3) que f- PB(f} pertence a L~(B), donde concluímos que 
para toda f pertencente a Lq(B), ou seja, 
( 3. 31) 
qualquer que seja f pertencente a Lq(B)_ 
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POr outro lado, observemos que pela definição do produto 
interno dada em (3.1) e por- (3.27), ternos que 
para todo i tal que 1 < i < r. Daí segue que 
• 
para toda função f em Lq(B). Conseguenteme~te, 
para toda· função f em Lq(B), donde por (3.31) resulta que 
para toda f em Lq{B), como queri.amos demonstrar. 
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Nosso objetivo agora é definir uma função g sobre Rn que 
pertença a uma classe de funções em ! , e que para cada bola B em p,q 
Rn satisfaça (3.27) 1 para toda função f em Lq(B). Para isto, fixe-
mos um ponto n x
0 
em R e para cada inteiro positivo i, consideremos 
as bolas Bi = B(x0 ,i). Temos que {'Bi}~=l é uma sequência crescente 
n 
de bolas em R tal que u 
i=l 




tal que,para cada i, g. pertence a Lq (B.) e 
l l 
satisfaz a condição· (3 .. 27) para toda função f em Lq(Bi). Então, "im-
pondo a condição 
(3.32) 
' 
para todo i > 1 e todo multi-indice k tal que O < [k I .::_ [ n/p 1 - n, 
obtemos uma função g definida sobre Rn da seguinte maneira: 
g (x) = g. (x) se x pertence a B. 
l l 
A função g está bem definida, pois para cada . i 2:. 1, a função gi+l. 
restrita ao _conjunto Bi é igual a função gi. Com efeito, do fa·to de 
cada bola Bi estar contida n:a -bola Bí+l, para todo i, segue que 
Lq' (B.) está contido em 
l 
• 
Lq {Bi+l), 'donde resulta que a. função 
restrita ao conjunto Bi satisfaz ( 3. 27) , para toda função f perten-
cent~ a Lq{B). Além disso, por (3.30) e (3.5) temos 
- g. 
1 
donde, novamente por (3.30), segue que 
- g. = PB ( g. +lXB 





- g ) 
i 
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Logo a afirmação estará demonstrada se provarmos que PB
1 
(gi+l ~1-g1l=O, 
para todo i > 1. Para fazer isto, observemos que por {3.4) e pela 
.def~nição do polinômio 
(3. 33) 
dada em (3.2), temos 
PB (g.)(y) 
l 1 
Como cada rrj pertence a WM, M = [ n/p] -- n, então 1Tj (x) = 
onde Àk sao Constantes. Pela definição do produto interno 
( 3 .1) temos 
J g.(x)n.(x)dx B 1 J 
l 
donde por (3.32) segue que " 
dada em 
68 
(g1 ,Tij) =O, para todo i > 1 e para cada j tal que 1.::_ j~ r. 
Dai e de (3.33), resulta que 
' 
como queríamos demonstrar. 
Provaremos agora que g pertence a uma classe de funções em 
! , . Para isso seja B uma bola qualquer em Rn e f pertencente a p,q 
Lq(B). Como o polinômio PB(f) definido em (3.2) pertence a WM, 
M = [ n/p ] - ri, então podemos escrever P
8 
(f) (x) ~ 
ti-índice e por {3.3} temos 
o • 
Daí e de (3.28) segue qtie 
Por (3.3) temos que [f- PB(f)]XB pertence a L~r(B), donde vem por 
(3.27) que o segundo membro da última igualdade é igual a 
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Pela condlção (3.26) o termo acima é menor ou igual que 
consequentemente, aplicando a desigualdade de Minskowski, resulta que 
rn(B) 1/p-1/q Sup lllfXall + 
llfXa11q=1 q 
Mas pelo lema ( 3. 8) , que provaremos a seguir, existe uma constante 
finita C, que independe das bolas B, tal que 
Dai e de (3.34) segue que 
ll[g-PB(g)]Xallq• < (C+l) li L 11 • p,q rn(B)1/p-1/q 
o que prova que g e repressentante de alguma classe de funçõe-s em 






< (C+l) li LII p,q • 
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Até agora obtemos um funcional linear definido em (3.27) , 
a partir de g pertencente a g , que coincide com L para todo (p,q) 
átomo, ou seja, 
( 3. 36) < L, a > = < g, a > ' 
para todo (p,q) átomo a. 
Para completar a demonstração de (3.20) provaremos que este funcio-
nal possue uma Única extensão para um funcional linear limitado Lg 
sobre Hp,q tal que Lg coincide com L. Para isto, seja Lg o funcio-
nal linear sobre Hp,q 




h " = L.i=l 
Então,,para todo 
que 




pertencente a Hp,q, resulta de (3.36) 
<L, h> ' 
o que demonstra a afirma·ção. 
Para terminarrros a demonstração do teorema, observemos que a 
prova de (3.21) segue imediata!D-ente de (3,25) e de (3.35). 
• 
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LEMA 3.8- Seja B urna bola qualquer em.Rn, f uma função pertencente 
a Lq(B) e PB(f) o polinômio de grau menor ou igual a M definido em 
(3.2). Então existe urna constante finita C, independente da bola B e 
da função f, tal que 
Demonstração: Podemos_ supor, sem perda da generalidade, que a bola B 
possue centro na origem e raio ô > O, ou seja, B = B(0,6). Faremos, 
inicialrnenter a demonstração para n=l e M = 2, com o objetivo de 
esclarecer o raciocinio usado e logo após generali.zaremos· .. Para is-
so notemos que o polinômio_ PB(f) definido em (3.2) pode ser escrito 
na forma 
' j "·X J 
• 
e pela desigualdade de Minkowski, ternos 
o 
Mas llx\B li q 2_ ôj m(B) 1/q ~ 21/q ôj+1/q ·, pois m(B) ~ 2 ô e 









(f) satisfazer (3.3) ternos o seguinte sistema de 3 equa-
ções a 3 incógnitas À
0
, Àl e À2 : 
(3.38) f(x)xk dx ~ f
ô 
À. 
J -ó ' 
k=0,1e2. 
Fazendo urna mudança de variável temos 
Usando isto e a definição do produto interno dada em (3.1), sobre a 
bola B(0,1) = (-1,1), podemos reescrever o sistema acima como 
(3.39) f
ó k 
f(x)x dx ~ 
-ô 
Pela regra de Cramer, temos 
(3.40) 
-1 
Àj ~ (det A) • det-A. 
J 
2. 
onde A é a matriz associada ao sistema (3.39) e A. é a matriz obtida 
J 
de A substituindo-se a j-ésima colUI}.a pela coluna dos termos indepe!! 
dentes. Como m(B(O,l)) = 2_, a matriz A associada ao sistema ( 3. 39) 




2 2ó (x,l) 
4 2 
2ó (x,x ) 
4 2 
2ê (x ,x) 
Por propriedades de determinantes, temos 
(3.41) 




2 (x, x) 
2 (x2 , x) 2 2 2(x ,x } 
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que é maior que zero pelo lema {1.1) e independe ·da bola B e da fun-
çao f. 
Encontremos agora o determinante de A .. Aplicando o teore-
J 
ma de Laplace podemos desenvolver o determinante de Aj, segundo a co 
luna j, da seguinte forma: 
(3.42) ' 
onde Dkj é a matriz de ordem 2 que se obtém de Aj suprimindo-se a k-
ésima linha e a j-ésima coluna. Mas por propriedades de determinarooos, 
temos que 
(3.43) = 08-j-k c • 2 ' 
onde c 2 e o determinante da matriz de ordem 2 dada por 
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( 2 {X tI XS) } 1 o- < t < 2 1 t 'f: k, Ü < S < 2 1 5 f j ' 
que é maior que zero pelo Lema (1.1) e independe da bola B e da fun-
çao f. 
Substituindo (3.43) ern{3.42}, segue daí, de (3.40) e de 
{3.41) que 
o que implica que 
• ô -1-j 




I Àj I -1 -1-j 2 llfXB li q < c1 • c • ô Ek=O 2 
donde vem, do fato da m(B) = 2 8 , que 
Finalmente, voltando em (3.37), obtemos 
2 
E. O J= 
2 
< ~ j=O 
-k 
dx) ô · 
em Conta 'que 
m(B) 1-1/q-







onde C é uma constante que independe da Bola B e da função f. 
isso seja 
Façamos agora a generalização para n e M quaisquer. Para 
n B(O,ô) uma bola qualquer em R e observemos que o polinô-
mio PB(f) definido em (3.2) pode ser escrito na forma 
PB (f) (x) = onde j é um multi-índice. Pela desigualdade de 
Minkowski# resulta que 
(3.44) 
Mas para todo x pertencente a B e todo rnulLiíndice j de ordem n, te-
mos 
(3.45) 
de ] xi I < I x] , para todo i tal que 1 ·< i .s_ n, segue ~ue 
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Daí e de (3.44), vem que 
' 
donde resulta, do fato da m(B) = wnón, wn = m(B(O,l)), que 
(3.46) 
Encontremos urna estimativa para ]Àj ]. Do fato do polinômio PB(f) sa-
tisfazer {3.~}~emos o seguinte sietema: 
J f(x)xk dx = B(O,'ll) ' 
• 
para todo multi-índice k de ordem n tal que O< ]k] < M. Fazendo 
urna mudança dé variável, temos 
J x
5 dx = 
s <o, ol ' 
para todo multi-Índice s de ordem n. Daí e da definição do produto 
ínterno dada em C3.1), Sobre a bola B(O,l), concluímos que o siste. 
ma acima pode ser reescri.to na forma: 
( 3. 4 7) J 
f (x) xk dx 
B(O,<'i) 
k . 
W •(X XJ)· 
n ' ' 
para todo multi-Índice k de ordem n tàl que O ~ ]k] < M. 
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O determinante da matriz A associada ao sistema (3.47) é 
dado por 
(3.48) det ' 
onde c 1 é o determinante da matriz 
que é estritamente positivo pelo lema 1.1 e independe da bola 
B(O,ó) e da função f. 
Achemos uma majoração para ] det A. ] , O < ] j ] .::_ M, 
J 
onde 
Aj denota a matriz obtida de A substituirido-se a j-_ésima coluna pela 
coluna dos termos independentes. Desenvolvendo o determinante de Aj 
pele teorema de Laplace, segundo a coluna j, temos 
(3.49) I det A .1 < E 
J lk I<M 
I J . f ( x) xk dx I 
B(O,o) 
ldet Dkj I ' 
onde Dk. é a matriz obtida da matriz A. suprimindo-se a k-ésima li-
J J 
nha e a j -ési·ma coluna. Mas por propriedades de determi~antes, temos 
. (· E ( I i I +n) + 
det Dkj=o lii<M 





(x,x)); o < I ti ::_ M, t to k 
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e o < ls I < M, s to j ' 
que é maior que zero pelo lema 1.1 e independe da bola B(O,ó) e da 
função f. Logo, segue de (3.49) que 
ldet A.l < 
J 
donde por (3.45) vem que 
I det A.l < 
J 
Pela desigualdade de HOlder e do fato da m(B) = w ón resulta que· 
n 






é uma constante que independe da bol·a B(O, O) e dá. iunção f. 
Portanto segue da última desigualdade, de (3.40) e de (3.48), que 
ou seja, 
Voltando em (3.46), temos 
C wl-l/q 
3 n . 
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EQUIVAL~NCIA DE ESPAÇOS DE LIPSCHITZ SOBRE O ESPAÇO Rn 
Neste capitulo introduziremos a noçao de espaços de Lips-
n 
chit;.z "Integrais" e de Lipschítz Clássicos sobre o espaço R • Faremos 
uma demonstração curta e simples da equivalência destes espaços, ou 
seja, daremos uma demonstração direta da equivalência dos espaços de 
Lipschitz 11 Integrais 11 • Esta demonstração é uma adaptação para o esp-ª. 
ço Rn daquela- f.ei ta em [10] e simplifica mui to a original publicada 
em [12] • 
Em todo este capítulo tomaremos em Rn a distância euclidia 
na usual d(x,y) = lx-yl e denotaremos por rn(E) e medida de limesgoo 
do conjunto mensurável E. Usaremos a notação 
JE f(x)dm(x). · 
J f(x)dx ao invés de 
E . 
DEFINIÇÃO 4.1 - ·sejam q e a tais que 1 :::_ q ::_ = e O< a.<"" •. 
Dizemos que uma função f definida localmente integrável em Rn perte~ 
ce a Lip(u,q), 1 2 q < 00 , se existe uma constante finita C tal que 
( 4 .1) 
verifica-se para toda bola B, onde TIB (f-, denota o valor médio de f 
sobre B, definido em (2.5). Se q = oo , dizemos que f pertence a 
Lip{a,oo) se existe urna constante finita C tal que 
-~-
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(4.2) Sup. ess.xEBif(x) - "B(f) I < C m(B)", 
verifica-se para toda bola B. A menor constante C satisfazendo a con 
dição (4.1) (respectivamente (4.2)) será denotada por ]]fJI (res-a,q 
pecti vamen te 11 f li ) • . a,oo 
DEFINIÇÃO 4. 2 - Seja a tal que O < a < oo • Di zernos que uma 
função f definida sobre Rn pertence a Lip(a) se existe uma constante 
finita finita c tal ·que 
( 4. 3) lf(x) - f(y) I < C • lx- Yln" ' 
para todo x e y em Rn. Denotaremos por !I f] I a· a menor constante C ·sa 
tisfazendo a condição acima. 
Para demonstrarmos o teorema 4.1, que é um dos resultados 
fundamentais deste capitulo necessitaremos dos lemas que seguem. 
LEMA 4.1- Sejam B
1 
= B(x,r) e B2 ~ B(y,s) duas bolas em 
Rn tal que B1 está contida em B2 . S~ja f pertencente a Lip(a,q} , 
1 < q < w. Então temos 
' 
onde w denota a medida de Lebesgue da bola unitária· em Rn. 
n 
Demonstração: Pela definição de valor médio de f, temos 
"B (f) - "B (f) 
l 2 
- "B (f)] dx 
2 ' 
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e portanto aplicando o valor absoluto a ambos os membros da igualda-
de e extendendo o domínio de integração de B1 para B2 , obtemos 
I "'a < fl - "'a < fl I 
1 2 
donde, pela desigualdade de HÕlder e do fato de f pertencer a 
Lip(a,q), resUlta que. 
I "'a <f> 
1 
- "'a < fl I 
2 
Corno e n = wns (ver (1.1} }., temos 
l"'s <f> -"'a <f> I ~ w~ lifll",q 
1 2 
o que conclui a demonstração do lema. 
-n n(cHl) r • s ' 
• 
LEMA 4. 2 - Sej_a f .pertencente a Lip (a ,q) , 1 ~ q S. co I a >o·. 
. n t . SeJa x pertencente a R e r e s als que 
o 
O < r <" s. Então temos 
I"B(x.,r) (f) - "'s<x ,s) (f) I ~c ·llfiiG<,q 
o o . 
onde C é .uma constante finita indepen_dente de X ' o 
" na wn s 




Demonstração: Seja x pertencente a Rn e re s taE que O < r < s. Con--
o 
m 
sideremos agora o maior inteiro nao negativo m tal que 2 ·~ < s. En-
tão m satisfaz a condição 
(4.4) n r . 
Seja ainda a sequência rk definida por 
rm+l = s. Então rk verifica a condição 






< rk 2 r • 
k 
rk = 2 • r se O<k<m e 
para todo k tal que O _:: k ..::_ m+ 1. Observemos que (_4. 4} implica (_ 4. 5} 
para k = m+ 1 e os outros casos são obviamente verdadeiros. 
Notemos que podemos escrever a seguinte desigualdade 
I"B<x r) (f) - "B<x s) (f) I < 
Q I Q I 
' Mas do fato de cada bola B(x
0
,rk) 
segue do lema 4.1 que 




I"B(x r) (f)-"'B(x r (f)j.:'_ w~·ll fjja q 2na+2n 2nak rna 
0 1 k 0 I k+ 1) - I 
Em consequência, temos 
I11J3 (x r) (f) - "E (x s) (f) I < "~=O w~ 
0 I 0 I 
li fjj 2na+2n 2nak rna a,q 
Como 
I"B(x r) (f) - "'B(x s) (f) I 
Q I 0 I 
donde, aplicandO a definição de m dada em {4.4), obte~os 
i"B(x r)(f)- "'B(x s)(f)j < 
o , . o , . 
c llfll a,q w~ sna , 
onde C= 2Zna+Zn(2na_l)-1 , o que demonstra o lema 
LEMA 4.3- Seja f pertencente a Lip(a.,q}, 1 < q < oo ,a> O. 
Sejam x e y pontos pertencentes a B(x
0
,s) e r tal que O < r_< s. En-
tão temos 
as 
onde C é uma constante finita independente ·de f, x, y, r e s. 
Demonstração: Observemos, inicialmente, que para todo z pertencente 
a bola B(x0 ,s) te~s que a bola B(x0 ,s) está contida na bola B{z,2s) 
e que a bola B(x
0
,2s) contém a bola B(z,s). De fato, se x pertence a 
B {x
0
, s), então I x-xd < s e temos 
' 
o que implica que x pertence a B(z,2s). Por outro lado, se x perte~ 
ce a B(z,s), então Jx-zj < s, donde segue que 
lx-x
0 
I ::_ .Jx-z I + I z-x
0 
I< 2s, 




l"'s(x,r)(f)- "'s(y,r)l < 
+ l"'s(xo,2s) (f) - "\3(y,s) (f) I+ l"'s(y,s) (f)-"'s(y,r) (f) I· 
Pelo lema 4.2, o primeiro e quarto termos do segundo membro da Ülti-
ma desigualdade são limitados por c
1
w a )] f J J sna , enquanto que , 
n a,q 
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pelo lema 4.1, ·a segundo e o terceiro termos sao limitados por 
w" !lfll s-n(2s)n(a+l) Daí resulta que 
n o.,q 
I"'B(x,r) (f)-"'B(y,r) (f) I llfll a,q. s 
-n 
onde C é uma constante finita que independe de f, x, y, r e s, o 
que termina· a demonstração do lema. 
TEOREMA 4.1 - Sejam a e q tais que O < a < ~ e l<q<oo. 
Então uma função f pertence a Lip(a.,q) se, e somente se, f é igual, 
quase sempre, a uma função g pertencente a Lip(a} • Além disso, as 
normas 11 fi I a,q e são equivalentes. 
Demonstraç~o: Seja f pertencente a Lip(a.,q) e x, y ponto quaisquer 
. n 
pertencentes a R • Consideremos a bola B(x ,s) com 
o 
x =(x+y) /2 
o 
e 
s ~ lx-yl , e r tal que 
e pelo lema 4.3, temos 
(4.6) 
O < r < s. Então x e y pertencem a B(x ,s) 
o . 
onde C e uma constante finita que independe de f, x, y e r. 
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Aplicando o limite em (4.6) para r tendendo a zero, resulta do teore 
ma de derivação de Lebesgue (ver teorema 1.1) que 
( 4. 7) lf(x) - f(y) I .::_C 
para quase todo x e y •• 
Queremos agora definir urna g sobre Rn que seja igua~ a f, 
quase sempre, e que g pertença a Lip(a). Com este objetivo denotare-
mos por A o conjunto de todos os pontos de Rn tal que a condição· 
(4.7) seja falsa. Então A tem medida nula. Logo, para cada x perten-
cente a A e xis te uma sequência de Cauchy { ~} 
n 
em R convergindo pa 
ra x tal que ~ não pertence ~ A para todo k. Definimos uma função g 
n 
sobre R da seguinte maneira: 
g(x) = f(x) se x nao pertence a A e g(x) = lim f(~) 
k~<XI 
se x pertence a A. A função g está bem definida. De fato; seja" x per: 
tencente a A e { ~} ·uma sequência de Cauchy convergindo para x 
tal que ~ não pertence a A para to"do k. Então dado E > O, existe 
N (E) tal· q1,1e 
para todo j, k 2 N(~). Daí e pela condição (4.7), segue que 




para todo j, k 2 N(s), o que implica que '{f(~)} é uma sequência de 
Cauchy em R . Logo o limite de f(~} para k tendendo ao infinito 
existe. Além disso, a definição da função g não depende da sequência 
de Cauchy que converge para x considerada. Com efeito, seja "{yk} ou 
tra sequência de Cauchy convergindo para x tal que yk não pertence a 
A, para todo k. Então dado s > O, existe N(E) tal que 
I "k - X I < E/2 e 
para todo k > N(s), donde pela condição (4.7) resulta que 
" < C•W n 
para todo k > N(s), ou seja, f(~).- f(yk) tendé para zero quando 
k tende para o infinito, como queríamos provar. 
Provaremos agora que g pertence a Lip (ct') • Não há nada a de 
rnonstrar no caso em que x e y nao pertencem a A, pois resulta imedi~ 
tamente de (4.7). Temos então que considerar dois casos: 19) x per-· 
tence a A e y não pertence a A; 29) x·e y "pertencem a A. No primeiro 
caso temos que g(x) = lim f(~}, onde· {'1<.} é uma sequência de Cauchy 
b= 
convergindo para x tal que Xk· nao pertence a A, para todo k e 
g(y) = f(y). Dai segue que 
lg(x) - g(y) I = llim f("k) - f(y) I 
k+oo 
= lim I f("k) - f(y) I, 
k+oo 
donde, por (4.7) resulta que 
o que imp1ica que 
I g (x) - g (y) I < C· w~ li f li "'• q I x - yl na • 
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Para provarmos o segundo caso, sejam {~} e {yk} sequênci~ 
de Cauchy conve·rgindo, respectivamente, para x e y e tais que 'íc e 
yk nao pertencem a A, para todo k. Então g(x) = lim f("k) e 
k-
g(y) = lirn f(yk) e por (4.7) ternos 
k-






li f li lim I ;,. -yk I na 
Ci ,q K 
o que implica que 
lg(x) - g(y) I< C·w~ llflla,q I x-ylna 
• 
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Portanto em ambos os casos segue que g pertence a Lip(a) e 
temos 
( 4. 8) " < C•w n ' 
o que prova a primeira parte do teorema. 
Para demonstrarmos a outra parte do teorema consideremos 
uma função g que pertence a Lip(a) e que seja igual a f quase sempre. 
Seja B = B(x0 ,s) uma bola qualquer em Rn e x, y pertencentes a a .• 
Então, pela definição de valor médio de g sobre B, temos 
g(x) - '"B(g) -li = m(B) [g(x) - g(y) I dy 
B . 
• 
Tomando o valor absoluto em ambos os membros da igualdade acima, se-
gue que 
-li lg(x) - '"B(g) I ::_ m(B) Blg(x)-g(y) ldy • 
Daí e dv fato de g pertencer a Lip(a), obtemos 
( 4 • 9) -1 J na lg(x) - '"B(g) l_:o m(B) B ll9.11a ·lx-yl dy 
Como x e y pertencem a B, temos que ]x-y] < 2s, do~de vem, do fato 
da m(B) = ú.l sn , que 
n 
na. na. -o. a. I x - Y I < 2 • w m(B) • 
- n 
Logo, de (4.9) resulta que 
o que implica que 
ou seja, 





para toda bola B em Rn. Corno g é igual a f, quase sempre, então ~ 
para toda bola B em Rn, donde segue que f pertence a Lip {a,q) e terros 
Notemos que a equivalência das normas lltll,,q e llgll, 
segue imediatamente de (4.8) e da Última desigualdade, ou seja, 
Isto conclui a demonstração do teorema. 
Observemos que pelo teorema anterior temos que os espaços 
Lipschitz 11 Integrais" Lip(a:,q) são equivalentes para todo q variando 
no intervalo [l,oo]. 
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